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Mm Gramatyki regularne

AGH

G=<V,ZP,S > jest gramatykg prawostronnie liniowa, jesli jej produkcje majq
postac

(DU >xXW| s ywev
(iU — x
G=<V,2zP,S > jest gramatykg prawostronnie regularna, jesli jej produkcje majg
postac

(DU >aW | .5 uwev
(iU —>a
oraz (iii) jesli (S—¢)eP to S nie wystepuje w prawych stronach zadnej produkcii.

(Czesto w definicji gramatyki regularnej pomija sie warunek (iii) dotyczacy
Ulewysaep\c/)wama S w prawych stronach produkcji — dopuszcza sie za to produkcje
—€& , Ue

Analogicznie okresla sie :
-gramatyki lewostronnie liniowe

U-SWXL xesx uwev
U —X
-gramatyki lewostronnie regularne

U-Wal .5 uwev
U—a



m Szkic algorytmu przeksztatcania gramatyki

AGH Prawostronnie liniowej w prawostronnie regularng

Wejscie: G = < V,Z,P,S > € Gp|

Wyjscie: G' = < V,Z,P,S > e Gprg taka, ze L(G) = L(G")
Metoda:

P':=P; V' :=V;

for (A > a) € Pdo

I

begin

if «a =xB and x = X;...X,€ 2* and |x| >2 then

begin
C:={A->xC;C,>xC; ... ; Ci.y > X,B3};
PP:=P'\{A—->xB}ruC;
Vi:i=Vu{C,....C.4 };

end;

if o =x and x = X;...X, € 2* and |x| >2 then

begin

{A—)X]_Cl ; C]__)XZCZ; e ; Cn—l_)XnB };
P\{A->x}u(C;
V’U{Cll'--lcn-l }l




Mm Szkic algorytmu przeksztatcania gramatyki
aGu Prawostronnie liniowej w prawostronnie regularng

e Usungc ¢ - produkcje (w razie potrzeby) ;
e Usunac reguty fancuchowe ;
e Usunac symbol poczatkowy z prawych stron produkcji (w razie potrzeby);
/* algorytm usuwania symbolu poczatkowego bedzie podany pdzniej */
Przyktad:

A — abB A - aA; A > aA, A —> aA,
A, > bB A, — bB A, — bB
A — ba A - bA, A — bA, A — bA,
A, > a A, > a A, > a
B—->b B—->b B—->b B—>b
B—->A B—->A B—->A =>** B —> aA,
B - bA,
Boe Boe f A;—>Db A; > Db
Gramatyka * - usuniecie ** - usuniecie Gramatyka
prawostronnie e-produkcji produkcji prawostronnie
liniowa tancuchowych regularna



“ Przeksztatcenie
m m gramatyki lewostronnie regularne;
AGH w prawostronnie regularng

Wejscie: G = < V,Z,P,S > € Grs; G — nie zawiera symbolu
poczgtkowego S w prawych stronach produkcji
Wyjscie: G' = < V',Z,P’,S'> € Gprg taka, ze L(G') = L(G)
Metoda:
P := ;
Vi:i=Vu{S} -{S}
for (A>a) e P: ae2 do
if A=S
nP' :=P u{S->a}
e P :=P u{S'—> aA};
for (A— Ba) P : BeV,and_O
if A=S

—t

—t

nP :=P u{B>a}
e P":=P u {B—> aA};
—




“ Przeksztatcenie
m m gramatyki lewostronnie regularne;
AGH w prawostronnie regularng

Przyktad:

G=<{5/A}{a,b},P,5> G'=<{5,A}{ab}P,5>

S > a S" > a
S > Ab A—>Db
A —> a S’ > aA

A —> Ab A — bA




Mm Usuwanie produkcji koncowych
acH (kosztem wprowadzenia e-produkciji)
Produkcje koncowe: U — a : UeV , aes

WeJéC|e' G = < V,Z,P,S > c GPRG
Wyjscie: G’ = < V',Z,P’,S > - bez produkcji kohcowych, taka ze

L(G") = L(G)
Metoda:
V'ii=V,;
P :=P;
for (A—>x) e P do
if xeZ then
begin
V=V uU{A};
PP:=PPU{A->XxA ,A—c¢c}
- {A>X};
end;




Mm Usuwanie produkcji koncowych
acH (kosztem wprowadzenia e-produkcii)

Przykiad:
G=<{S,AB,C,RQ},{a,b}, P, S>
S —> bS S —>DbS
S > aA S —>aA
S —>aB S —>aB
B - bC B - bC
C > aA C > aA
A — bR A — bR
Q—>aB Q—>aB
A—Db A — bD, D-o>eg

D — Symbol koncowy (nie myli¢ z symbolem terminalnym)



Mm Wykres gramatyki (bez produkcji koncowych)
AGH w postaci grafu zorientowanego

A —> aB
A,B eV ae2

A=S (B—¢€) ¢P

@ S—>aB
ac2, BeV

N symbol poczatkowy gramatyki (B—¢) ¢P

m 2 A — aB
v B¢
e ae2, ABeV

symbol koncowy




MUJ Przyktad (1)

AGH

S —> bS
S —> aA
S —>aB
B—DbC
C > aA
A — bR
Q—aB
A — bD
D¢




Il

AGH

Przyktad (2)

Usuwanie symboli
nieosiggalnych

Mozna usungc kazdg
produkcje U — aW,
takg ze U#S oraz
symbol U nie
wystepuje po
prawej stronie
zadnej produkcii.




Il

AGH

Przyktad (3)

Usuwanie symboli / \

nieuzytecznych

Mozna usungcC wszystkie
produkcje U — aW,
gdzie W nie jest
symbolem koncowym
oraz W nie wystepuje
po lewej stronie zadnej
produkcji, z wyjatkiem
by¢ moze produkcji
typu W — aW.

— nieuzyteczny

Powyzsze stwierdzenia nie sq precyzyjne. Doktadne algorytmy podano dla
gramatyk bezkontekstowych. (Gxg < Ggy)




Mm Przypomnienie o sciezkach
AGH w grafie skierowanym

Sciezka - ciag wierzchotkow grafu zgodny z istniejgcymi krawedziami i ich
zorientowaniem.

Definicje: Sciezka koncowa < $ciezka KyK;... K, taka, ze
K, =S
K, € zbior symboli kohcowych

Sciezka wyznaczona przez stowo x=X;X,...X,, < sciezka koncowa KyK,...K,
taka, ze

(Kg =& x4K;) € P
(Ky > x,K,)eP

(K. > X,K,) e P
(K, —>¢)eP
X € L(G) < 3 sciezka koncowa wyznaczona przez stowo X.

Graf automatu skonczonego = graf gramatyki prawostronnie regularnej bez
produkcji koncowych



“m Automat skonczony (lub gramatyka regularna bez
produkcji koncowych) = wyrazenie regularne

M

AGH

Twierdzenie (tzw. pierwsze twierdzenie Kleene’a). JQZYk
generowany przez gramatyke prawostronnie
regularng bez produkcji koncowych (czyli jezyk
akceptowany przez automat skonczony) jest
jezykiem regularnym (tzn. okreslonym przez
wyrazenie regularne).

Sporzgdzamy graf gramatyki spetniajgcy ponizsze
zatozenie.

Zatozenie: graf gramatyki jest spojny i kazdy wierzchotek
grafu jest albo koncowy albo lezy przynajmniej na
jednej sciezce koncowej.




mu Automat skonczony (lub gramatyka regularna bez
produkcji koncowych) = wyrazenie regularne

M

AGH

[Dowdd przez indukcje wzgledem liczby krawedzi
w grafie].
Podstawa indukcji: Jesli graf ma k=0 krawedzi, to

spetniajgc zatozenie ma albo jeden wierzchotek
koncowy (a zarazem poczatkowy), wiec jezyk L={¢}
(wyrazenie €), albo nie ma zadnego wierzchotka, wtedy
jezyk L=@ (wyrazenie &)




“m Automat skonczony (lub gramatyka regularna bez
produkcji koncowych) = wyrazenie regularne

M

AGH

Krok indukcyjny:

Zatozenie indukcyjne: graf majacy k<n krawedzi
reprezentuje jezyk regularny; graf ten jest spojny i
kazdy wierzchotek grafu jest albo koncowy albo lezy
przynajmniej na jednej Sciezce koncowej.

Teza indukcyjna: graf majacy k+1 krawedzi reprezentuje
jezyk regularny; graf ten jest spojny i kazdy
wierzchotek grafu jest albo koncowy albo lezy
przynajmniej na jednej sciezce koncowej.

Z grafu G dla k+1<n krawedzi usuwamy jedng
krawedz odpowiadajaca produkcji typu S — aA

(S - symbol poczatkowy)
D




@J}J Automat skonczony = wyrazenie regularne

Rozwazamy cztery grafy:

a a
G 1 . @ F A7 @ G 2: @ i @

W G, reszta bez zmian. W G, wierzchotkiem poczgtkowym
| ]edynym koncowym jest S.

W G; wierzchotkiem poczgtkowym W G, wierzchotkiem poczgtkowym
jest A zas jedynym koncowym jest S jest A, koncowe bez zmian




E@w Automat skonczony = wyrazenie regularne

G;: C . CA G,: . ] @

W G, wierzchotkiem poczgtkowym
| jedynym koncowym jest S.

@ S

W G, wierzchotkiem poczgtkowym jest A
zas jedynym koncowym jest S

L(G) = L(Gy) vL(Gy) [al(Gy)l"al(G,)

Kazda sciezka koncowa w G jest albo koncowa w G, albo moze byc¢
przedstawiona w postaci:

X

,_T

ay, .. ay. az

n—

ay,
4

sciezka koncowaw G,  sciezki koncowe w G,  sciezka koricowa w G,




@M Automat skonczony = wyrazenie regularne

L(G) = L(Gy) vL(Gy) [ aL(Gy)]*al(G,)

Kazda sciezka koncowa w G jest powyzszej postaci.
Rowniez na odwrot: kazda sciezka koncowa powyzszej
postaci jest Sciezkg koncowg w G.

Z zatozenia indukcyjnego wszystkie jezyki wystepujace
w prawej stronie powyzszej rownosci (dla k krawedzi)
sg regularne oraz uzyte do konstrukcji tej rownosci
operacje sg takze operacjami regularnymi, a wiec i
jezyk dla G (k+1 krawedzi) jest takze regularny, co
konczy dowod twierdzenia.



Aut t skor zenl |
E@w utomat s onczlg)pzy; ﬁa\évy(/:?zeme regularne

« /Zbudowac wyrazenie regularne opisujgce jezyk
akceptowany przez automat skonczony dany grafem
(generowany przez gramatyke dang grafem):




mJJ Automat skonczony = wyrazenie regularne
Przyktad (2)

tl\

L(G,)= {b"abab | n >0} = b*abab

L(G,) = {b"[n=0} = b*




“J Automat skonczony = wyrazenie regularne
AGH Przyktad (3)




Aut t skon zen. |
@J}J utomat s onczlg)pzy; ﬁa\évy(/;jzeme regularne

L(G,)= b*abab
L(G,) = b*
L(G;) =
L(G,) =D

L(G) = L(G;) v L(G;) [aL(G3)]*aL(G,) =
= b*abab | b*(a@)*ab

b*abab | b*(ad)*ab =

= b*abab | b* J*ab =

= b*abab | b*cab =

= b*abab | b*ab =
= b*ab(ab]|¢)

L(G) = b*ab(ab]|c)
N EEEEEEEEEEEEE



Mm Usuwanie symbolu poczgtkowego
AGH Z prawych stron produkcji

We : G = <V,2,P,S> - gramatyka regularna bez produkdji
koncowych

Wy : G'=<V’,2,P’,S> - gramatyka regularna bez S w prawych
stronach produkcji, taka ze L(G’) = L(G)
Metoda:
P, :=P;
V' :=V;
for (A— aB) P do
if B=S then
begin
V' := V' u {K};
P, := P, - {A > aS} u {A - aK};
end;
P":= Py;
for (A — X) eP; and (X = aB or X = ¢) do
if A=S then
P":=P u{K > X};
D




S > bS

S - aA

S > aB

B > bC

C > aA

A - bD

D > ¢

Usuwanie symbolu poczatkowego
z prawych stron produkcji

S > bk

S 5> aA

S > aB

B > bC

C > aA

A — bD

D > ¢

S »> bK
K - bK
S > aA
K-> aA
S —> aB
K-> aB
B — bC
C—> aA
A — bD

D> ¢




“m Konstrukcja sumy teoriomnogosciowej, ztozenia
| domkniecia Kleene'go jezykow regularnych

lll

AGH

Twierdzenie: L, i L, — jezyki regularne generowane przez gramatyki
G, = <Vy,24,P4,5,>
G, = <V,,2,,P5,5,>

Wowczas jezyki :

e LUl
e L
° Ll*

sg regularne.

Konstrukcje gramatyki G = <V,2,P,5>, takiej, ze:

a) L(G) = Li(Gy) v Ly(Gy)

b) L(G) = Ly1(Gy) Ly(Gy)

c) L(G) = [Li(Gy)]*

dokonujemy przy zatozeniach i oznaczeniach :

« I=53,U5%,

V, NV, = (jesli nie, to mozna nieterminale pomalowad na rézne kolory)
G, i G, - gramatyki regularne bez produkcji koricowych

F, i F, - zbior nieterminalnych symboli konicowych gramatyk G1 i G2
F - zbidér symboli koncowych gramatyki G



“m Konstrukcja sumy teoriomnogosciowej, ztozenia
i domkniecia Kleene’'go jezykow regularnych (a)

lll

AGH

(a) Konstrukcja G = <V;WV,u{S}, 2, P, S> takiej, ze L(G) = L{(G;) v Ly(G,)

if el UL, then F:= F,UF,

else F:= F,UF,U{S};

P.=J;

r(A—> aB)eP; do P:= P u {A - aB};
for (A » aB)eP, do P:= P u {A - aB};
for (S; > aB)eP; do P:=P u {S —» aB};
for (S, > aB)eP, do P:=P u {S —» aB};
forAc FdoP:=PuU{A > ¢c};

—h

*S, stat sie nieosiggalny




MJ Konstrukcja sumy teoriomnogosciowej, ztozenia
i domkniecia Kleene’'go jezykow regularnych (b)

lll

AGH

(b) Konstrukcja G = < V,UV,, Z, P, S;> takiej, ze L(G) = L,(G,)L(G,)
if S,¢F, then F:=F, else F:= F,UF,;
P:=J;
for (A - aB)eP; and AeV;-F; do
P.=PuU{A > aB };
for (A »> aB)eP; and AeF; do
P:=PU{A—>aB} u{A—>bC | (S, > bC)eP,};
for (A » aB)eP, do P:= P u {A - aB}; *
forAc FdoP:=PuU{A > ¢c};

*A oraz B przestajg by¢ koncowymi




mJJ Konstrukcja sumy teoriomnogosciowej, ztozenia
| domkniecia Kleene'go jezykow regularnych (c)

(c) Konstrukcja G = <V;U{S}, 2, P, S> takiej , ze : L(G) = [L{(Gy)]*
F:= F,u{S};
P:= O,
for ae> and AeV,-F; do
P:=PuU{A—>aB| (A— aB) € P;};
for ae> and AeF; do
begin
P:=PuUu{A—>aB | (A— aB) e P;}; a
P:=PuU{A—>aB | (S; > aB) € P,};

end;
fora € 2 do
P:=Pu{S; »>aB | (S5— aB) € P},
forAe FdoP:=Pu{A —>¢}; b




ulmﬂ Przeksztatcanie wyrazenia
acH  regularnego na automat skonczony

Rozwaza si¢ przeksztatcenie wyrazenia regularnego w automat skonczony.

®  Przeksztalcenie wyrazenia regularnego o dlugosci n na automat skonczony
(niedeterministyczny z e-przejsciami) wymaga efektywnego zbudowania drzewa roz-
bioru syntaktycznego tego wyrazenia, co wymaga czasu O(n).

" Majac juz to drzewo rozbioru trzeba, analizujac jego wierzchotki w technologii
bottom-up, budowaé czastkowe automaty niedeterministyczne dla kazdego z nich,
scalajac je na biezaco, CO przy starannym zorganizowaniu procesu budowy wymaga
tacznego czasu O(n).

"  Sumaryczny czas konstrukcji niedeterministycznego automatu skonczonego z wyraze-
nia regularnego jest liniowa funkcja dtugosci wyrazenia regularnego.

" Dalsze ewentualne przeksztalcenie automatu niedeterministycznego w automat
deterministyczny moze wymagaé czasu wykladniczego rzedu O(s°2%), gdzie s jest
liczbg stanOw automatu niedeterministycznego.



Przeksztatcanie niedeterministycznego automatu
AGH skonczonego w automat deterministyczny

Rozwaza si¢ przeksztatcanie niedeterministycznego automatu skonczonego (by¢ moze z
e-przejsciami) i z liczbg stanéw rowng n w automat deterministyczny.

®  Przy przeksztalcaniu niedeterministycznego automatu skonczonego z e-przejsciami 1 z
liczbg standow rowng n w automat deterministyczny, wymagane jest obliczenie
e-domknieé, co zabiera O(n®) czasu.

® W dalszej kolejnosci (wykonywana metoda podzbiorow stanow automatu niedetermini-
stycznego) konstrukcja przejs¢ z kazdego pojedynczego stanu automatu
deterministycznego (na podstawie posiadanych juz e-domkni¢¢ oraz tablicy przejs¢
automatu niedeterministycznego) moze by¢ wykonana w czasie O(n3).

®  Dominujgcym elementem w calym postepowaniu jest w zasadzie liczba stanow auto-
matu deterministycznego, ktéra moze by¢ rzedu 2" (gdzie n — liczba stanéw automatu
niedeterministycznego).

® Wobec tego czas wykonania przeksztalcenia automatu niedeterministycznego na
automat deterministyczny w niekorzystnym przypadku jest rzedu O(n®2").

® W praktyce zdarza si¢ czesto, ze gdy liczba utworzonych stanéw automatu
deterministycznego jest znacznie mniejsza od 2", (np. w zadaniach rozpoznawania
stow kluczowych w tekscie jest ona rzedu O(n)), wowczas mozna uznaé, ze Czas
wykonania przeksztalcenia automatu niedeterministycznego na deterministyczny
jest rzedu O(n%s), gdzie s jest liczba stanow, jakie faktycznie ma automat

deterministyczny



ﬂlmﬂ Przeksztatcanie automatu
AGH Skonczonego na wyrazenie regularne

Rozwaza si¢ przeksztalcenie automatu skonczonego 0 n stanach na wyrazenie regularne.

" Niech n bedzie liczba stand6w automatu skonczonego (deterministycznego,
niedeterministycznego lub niedeterministycznego z e-przejsciami). Przeksztatcenie
tego automatu na wyrazenie regularne moze zaja¢ O(n*4") czasu.

"  Przeksztalcenie niedeterministycznego automatu skonczonego (by¢ moze z
e-przejsciami) z liczbg standw réwng n w automat deterministyczny zabiera w
najgorszym wypadku O(n*2") czasu.

" Jesli bysmy najpierw przeksztalcili automat niedeterministyczny (by¢ moze z
e-przejSciami) na automat deterministyczny, a pozniej przeksztalcilibySmy ten auto-
mat deterministyczny na wyrazenie regularne, to mogtoby to w niekorzystnym przy-

padku zabra¢ 0 (n3 4"32n) czasu, co jest wielkoscig podwojnie wyktadniczg.




M m Testowanie przynaleznosci stowa
AGH do jezyka regularnego

Rozwazamy testowanie przynaleznosci stowa o dlugosci n do jezyka regularnego L.

" Jezeli jezyk regularny L jest reprezentowany przez deterministyczny automat
skonczony, a stowo testowane W ma dlugo$¢ |w|=n, za$ automat jest reprezentowany
przez dwuwymiarowa macierz bedacg tablicg przejs¢, to czas potrzebny na odpowiedz:
czy W nalezy do L — jest rzedu O(n).

®  Jeshi jezyk L jest reprezentowany przez niedeterministyczny automat skonczony, to
konwersja automatu niedeterministycznego na deterministyczny moglaby wymagac
czasu wyktadniczego wzgledem liczby stanow automatu niedeterministycznego, choc
czas samego testu bylby liniowy ze wzgledu na dtugos¢ stowa w.

" Jesli jezyk L jest reprezentowany przez niedeterministyczny automat skonczony o
s stanach, a stowo testowane w ma dlugosé |w|=n, to nie wykonujac konwersji na
automat deterministyczny, mozna przeprowadzi¢ proces testowania w czasie
O(ns).

" Jesli reprezentacjg L jest wyrazenie regularne o wielkosci S, to mozna przeprowadzic
konwersje do niedeterministycznego automatu skonczonego w czasie O(S) i nast¢pnie
przeprowadzi¢ proces testowania, co zabiera O(ns®) czasu na wejsciu W o dtugosci n.



lllmﬂ Testowanie pustosci jezyka
AGH regularnego

Rozwazamy testowanie pustosci jezyka regularnego.

" Testowanie, czy jezyk regularny reprezentowany przez automat skonczony
(deterministyczny lub niedeterministyczny) jest pusty, polegajagce na zbadaniu, czy ze
stanu poczatkowego osiggalny jest jakikolwiek stan akceptujacy, wymaga czasu rzedu
O(n%), gdzie n jest liczba stanéw automatu.

" Testowanie, czy jezyk regularny reprezentowany przez wyrazenie regularne o
wielkosci n jest pusty, moze polega¢ na przeksztalceniu tego wyrazenia w automat
niedeterministyczny w czasie O(n) (automat ten ma co najwyzej O(n) stanow) i
dalszym zbadaniu, czy ze stanu poczatkowego utworzonego automatu osiggalny jest
jakikolwiek stan akceptujacy, co wymaga czasu rzedu O(nz). Cate postepowanie
zajmuje wiec O(nz) czasu.

"  Testowanie, czy jezyk regularny reprezentowany przez wyrazenie regularne o
wielkosci n jest pusty bez konwersji na automat skonczony, wymaga efektywnego
zbudowania drzewa rozbioru syntaktycznego tego wyrazenia i badania podwyrazen
odpowiadajacych poszczegdlnym wierzchotkom tego drzewa, co wymaga czasu O(n).



