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MUJ Obliczalnosc w sensie Turinga
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Obliczalno$¢ funkcji w sensie Turinga—definicja
N =/{012,..} (zbior liczb naturalnych z zerem)
Funkcje f

f: (Xg,...x) € N > N > f(xg,...,.x0), k=12,...
nazywamy obliczalng w sensie Turinga jezeli
(FAeA) ((do, TLD1%h...bI"%) 5 (g, /5" 7))

gdzie: qeF, 2={1}, I={1, b, ...}
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* W ogolnym przypadku funkcjg obliczalng przez
maszyne Turinga nazywamy odwzorowanie
danych wejsciowych w zbior danych
wyjsciowych. Jesli dla pewnych danych
wejsciowych obliczenie maszyny zatrzymuje sie
w stanie akceptujgcym to zaktadamy, ze wynik
obliczenia zapisany jest na tasmie. W
przeciwnym przypadku, gdy maszyna wykonuje
nieskonczone obliczenie albo konczy obliczenie
w stanie nie bedacym stanem akceptujgcym —
zaktadamy, ze wartosc funkcji jest nieokreslona.
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Funkcje rekurencyjne — definicja:
1. Funkcja rekurencyjng jest:
a) Z(x) =0— zero
b) S(X) = x+1 — nastepnik
c) lin(Xy,...,xi...xn) = Xj — projekcja (identycznos¢)
2. Jesli fy,...,fn sg funkcjami rekurencyjnymi m argumentow,

g jest funkcjg rekurencyjng n argumentow, to funkcja
rekurencyjng jest

h(Xy,...,xm) = 9(f1(Xs, ..., xm), ..., Fn(Xs, ...,xm)) — podstawienie
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3. Jesli f jest funkcja rekurencyjna n argumentdw, g jest funkcja
rekurencyjng n+2 argumentow, to h(y,Xy, ...,xn) (funkcja n+1
argumentOw) jest funkcjg rekurencyjng okreslong jako:
h(O,Xl, ...,Xn) = f(Xl, ...,Xn)
h(y+1,Xy,...,x0) = g(y, h(y, X, ...,xn),X1, ...,xn) — rekursja prosta

4. Jedli f jest funkcja rekurencyjna n+1 zmiennych to funkcja
h(Xy,...,xn) bedaca funkcjg n zmiennych jest funkcja
rekurencyjng okreslong jako:
h(X1, ...,xn): /ly(f(y,Xl, ...,Xn))
gdzie z4(f(y,X1, ...,xn)) 0znacza najmniejszg liczbe y spetniajaca
rOwnanie:
f(y,Xy,...,xn)=0 dla danych X, ...,xn — minimum efektywne
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Funkcje budowane przy pomocy operacji 1,2,314
noszg nazwe¢ funkcji rekurencyjnych, zas funkcje
tworzone przy pomocy operacji 1, 2 1 3 nazywaja si¢
funkcjami pierwotnie rekurencyjnymi

/rr — klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych
/= — klasa funkcji rekurencyjnych

/rr C /R /PR # /R
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Przy rozpatrywaniu obliczalnosci funkcji pierwotnie rekurencyjnych

mozemy oszacowac liczbe taktow potrzebnych maszynie Turinga do

obliczenia takiej funkcji, czyli okresli¢ ztozonos¢ czasowa algorytmu
realizowanego przez maszyne Turinga.

Dla funkcji rekurencyjnych tworzonych przy pomocy operacji 4
(minimum efektywne) nie da si¢ w przypadku ogolnym przeprowadzi¢
takiego oszacowania. Jednakze dowodzi si¢, ze maszyna Turinga w
skonczonej liczbie krokow jest w stanie funkcje te obliczy¢ (pod
warunkiem, ze sg one okreslone dla wszystkich argumentow swojej

dziedziny).




M“JJJ Funkcje rekurencyjne

AGH

Przyktady:

a)

b)

d)

D(y,X)=y+X jest funkcjg rekurencyjna, gdyz mozna ja otrzymac¢ w
drodze podstawienia i rekursji prostej funkcji podstawowych:
D(0,x) = I11(X) =X

D(y+1,x) = S(I2,3(y,D(y,x).x)) = S(D(y,x)) = y+x+1

H(x)=2x jest funkcja rekurencyjng, gdyz mozna ja otrzymac¢ w
drodze podstawienia funkcji rekurencyjnych do funkcji D(y,x), o
ktorej wiemy z punktu a), ze jest rekurencyjna:

H(X) = D(l1.1(x), 11.1(X)) = D(X,X) = x+X = 2X

M(y,X)=yX jest rekurencyjna, gdyz:

M(0,x)=2Z(x)=0

M(y+1,x) = l2,2(y,D(M(y,x),x)) = D(M(y,x),x) = yx+x = (y+1)x
E(y,x)=x’ jest rekurencyjna, gdyz wykorzystujac c) otrzymujemy:
E(0,x) = S(Z(x)) =S(0) =1 =X’

E(y+1,X) = l2.2(y,M(X,E(y,X)) = M(X,E(y,x)) = xx¥ = x¥**
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Zbior B <N nazywamy przeliczalnie rekurencyjnym, gdy jego funkcja
charakterystyczna f(x):

{ 0, dlax¢B
9=V | glaxen

jest funkcjg rekurencyjna.

Maszyna Turinga jest wtedy w stanie w skonczonej liczbie krokow

stwierdzi¢, czy X eB, czy tez X B, czyli potrafi obliczy¢ funkcje

charakterystyczng dla tego .

Zbior B < N nazywamy przeliczalnie rekurencyjnym, jezeli B=&

(B jest pusty) lub istnieje taka funkcja rekurencyjna f(x,y), taka ze:
(vxeB) (Fy eN) (f(x,y)=0)

Klasa zbiorow rekurencyjnych Zg jest podklasa wiasciwag klasy zbioréw

rekurencyjnie przeliczalnych Zgzp

LrC Lgp ale R # Lrp
D
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Jezeli B < N jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym, to maszyna

Turinga jest w stanie w skonczonej liczbie krokow okreslic¢, czy x eB
tylko wtedy, gdy X rzeczywiscie nalezy do B.

Gdy natomiast xzB to —-(7yeN ) (f(x,y)=0), ale aby to sprawdzi¢
trzeba przebada¢ wszystkie liczby naturalne, a tych jest nieskonczenie
wiele, wigc badania nie da si¢ przeprowadzi¢ w skonczonej liczbie
krokow.

Pojecia zbiorow rekurencyjnych 1 rekurencyjnie przeliczalnych
odnosity si¢ do zbiorow liczb naturalnych. Mozna je wszakze przeniesc
na grunt jezykow.
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Numeracja Gddla: Mozna ponumerowac stowa jezyka:
1. numerujemy elementy alfabetu
T={as,ay,...,an}
2. niech p1popsps... bedzie ciggiem rosnacym liczb pierwszych,
np. 2,3,5,7,11,13, ...
3. okre$lamy funkcje num(x) dla x X
num(eg) =0

Y

k
i
num(a;a; ...a;, )=]]p;"
j=1
Mozna pokazaé, ze odwzorowanie

num: 2 —~N
jest wzajemnie jednoznaczne (funkcja num(x) jest roznowartosciowa).
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Przyktad:
1. 2 ={a,b}, numerujemy litery => X' ={a;,a,}
2. okreslamy rosngcy cigg liczb pierwszych: p1 P2, Ps, ...
jako 2, 3, 5, 7, ...
3. analizujemy stowo x = abaae X , X = a1aa1a,
NUM(X) = p1™ Po° Pa- Pa- = 21*3°*51*71 = 2*Q*5*7 —
630
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Niech L ¢ 2~ bedzie jezykiem.
Zbior num(L) okreslony jako

num(L) ={neN | n=num(x) A xeL}
jest zbiorem numerow stow tego jezyka.

Jezyk L nazywamy rekurencyjnym, gdy jego zbiér num(L)
jest zbiorem rekurencyjnym.

Jezyk L nazywamy rekurencyjnie przeliczalnym, gdy jego
zbi6r num(L) jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym.
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Akceptowalnos¢ jezyka L przez maszyn¢ Turinga

A:<Q, Jo, F. 7. 2 O0> 674T

Q —2zbi10r stanow ((o—stan poczatkowy, F—zbior stanow

koncowych)

[— alfabet tasmy

2  [-—alfabet wejsciowy

be X' —I~—symbol pusty (blank)

0 — funkcja przejscia

Maszyna Turinga A akceptuje jezyk

L(A) ={xe 2" | (FqeF) (Fyel) (@0 )~ a(@y )}

gdzie: (q,y 7) — konfiguracja stopujaca
D
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Stwierdzenia dotyczace zbiorow rekurencyjnych 1
rekurencyjnie przeliczalnych przenoszg si¢ na
akceptowalnosc jezykow rekurencyjnych 1 rekurencyjnie

przeliczalnych przez maszyn¢ Turinga.

{r — klasa jezykow rekurencyjnych

{rp — klasa jezykdw rekurencyjnie przeliczalnych
{rur — klasa jezykow akceptowanych przez maszyne
Turinga
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Jezeli L e (g to maszyna Turinga potrafi stwierdzi¢ czy X L,
czy tez X£L w skonczonej liczbie krokow.

Jezeli L € {rp to maszyna Turinga potrafi stwierdzié, ze X eL
tylko wtedy, gdy X rzeczywiscie nalezy do L, w przeciwnym
razie w przypadku ogolnym nie zatrzyma si¢ po wykonaniu
skonczonej liczby krokow.

lrcliur ale Lr#lror
Lrp= LTUR: LKOMB

gdzie: komp—klasa jezykow kombinatorycznych (klasa 0
(zero) w klasyfikacji Chomsky’ego)
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Tw: Klasa zbioréw rekurencyjnych £ jest zamknieta ze
wzgledu na operacje sumy, przeciecia (1loczynu
mnogosciowego) oraz uzupetnienia do N .

Jezeli Ae i 10 (N -A) e

Tw. Klasa zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych Zgp jest

zamkni¢ta ze wzgledu na operacje sumy, przeci¢cia (1loczynu
mnogosciowego), nie jest natomiast zamknigta ze wzgledu na

uzupelnienie do N .
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Jezeli B e£ip to 0 zbiorze (N —B) nic nie mozna powiedzied,

w szczegdlnosci nie mozna powiedzieé, ze (N —B) jest
rekurencyjnie przeliczalny.

Gdyby (N —-B) e£p to korzystajac z faktu, ze jezeli X B to
Xe(N —B) maszyna Turinga potrafitaby w skonczonej liczbie
krokow stwierdzi¢, ze X e(N —B), a zatem moglaby
efektywnie okresla¢, ze X #B. To niestety nie ma miejsca.




