3. Relacje — odpowiedzi

3.1.
R"={(@a), (ab). (ac). (ad), (d.d), (d.), (d.b), (d.a)}
R = R" v {(bb), (c,c), (e,e)}
3.2.
R"={(ab), (ac) (ad), (b.c), (bd), (c.d) }
R = R" v {(a,a), (b,b), (c,c), (d,d), (e,e)}
3.3.
R* :{ b, ¢, d} x{a, b, c, d}
R'=R" U {(ee)}
3.4.
R* :{ b, c,d} x{a, b, c, d}
R'=R" v {(ee)}
3.5.
R* = {a,b,c,d} x{ab,c,d}
R'=R" U {(ee)}
3.6.
R:={(aa) (a.d), (b,a), (b,b), (b,c), (b,d), (c,a), (c.,b), (c.c). (c,d), (d.a), (d.d)}
R =R u{(ee)}
3.7.
R"={(ab), (ac), (a,d), (ae), (b.c), (b,d), (be). (c.d), (ce), (de)}
R = R" v {(a,a), (b,b), (c,c), (d,d), (e,e)}
3.8.
Szkic algorytmu:
(1) Re :=R;
() Re:=Re w{(a,a) | aeA}; /* dla uzyskania zwrotnosci */
(3) Re:=Re {(a,b) | (h,a) eRe}; /* dla uzyskania symetrii */
(4) Re:=Re {(a,c) | ((@b) eRe) A ((b,c) €Re) }; /* dla uzyskania przechodnio$ci */

Dla R={(a,b), (a,c), (d,e) } przy alfabecie A={a, b, c, d, e, f} otrzymamy (wypisujemy

tylko nowopowstate pary w kazdym kroku):

(D) Re:={(ab), (ac), (d.e) };

(2) Re:=R. v{(a,a), (b,b), (c.c), (d,d), (ee), (Ff) } ={(ab), (ac), (de), (aa) (b,b), (c.c),
(d.d), (e.e), (f.) }

(3) Re:=Re v{(b,a), (c,a), (e,d) } ={(ab), (ac), (d.e), (a.a), (b,b), (c,c), (d.d), (e.e), (£.f),
(b.a), (c.a), (e,d) }

(4) Re:=Re w{(b,c), (c.b) } = {(ab), (a,c), (d.e), (a,a), (bb), (c,c), (d,d), (e.e), (£.f), (ba),
(c.a), (e,d), (b,c), (c,b) }

Mamy wigc trzy klasy abstrakcji relacji Re:

[a] = [b] = [c] ={a, b, c}

[d] = [e] ={d, e}

[ ={f



3.9.
FIRSTi ={(S,9), (S,A), (A,C), (B,e), (C,A), (C,e)}

FIRST® = {(S.5), (S.A). (S.C). (AA), (). (C.C) }

FIRST® ={ (S8, (SA), (S.C), (3.€), (A.C), (CA), (C.8) }

FIRST* = {(S,9), (S,A), (S,C), (S.e), (AA), (Ae), (C,C)}

FIRST® = {(S,9), (S,A), (S,C), (S,e), (A,C), (C,A), (C,e) } = FIRST?
FIRST"={(S,9), (SA), (S.C), (S.€), (AA), (AC), (Ae), (Be), (CA), (C.C), (Ce) }
FIRST = FIRST" _{ (B,B), (e,e), (f), (3,9) }

LAST; ={(S,A), (5,9), (A,B), (Ae), (B,e), (CAA), (C,9) }

LAST? = { (S,B), (S,e), (A.e), (C,B), (C,e) }

LAST]={ (S,e), (Cie) }

LAST* = &

LAST:= {SA), (SB), (Se), (5,9), (A,B), (Ae), (B.e), (C,A), (C,B), (C.e), (C,9) }
LAST = LAST" U{(S,9), (AA), (B,B), (C,C), (e.e), (f.f), (9,0) }

head(S) ={S,A,C,e}
head(A) ={A,C, e}
head(B) ={B, e}
head(C) ={A,C,e}

tail(S)={S, A, B,e, g}
tail(A) ={A,B, e}
tail(B) ={B, e}

tail(C) ={A,B,C,e, g}

3.10.

FIRST; ={(EE); ET); (T.T); (T,F); (F.0; (Fa) }

FIRST' ={(E.E); (ET): (BF): (T.T); (T.F): (T.0; (T.a) }

FIRST” = { (E,E); (ET); (E,F); (E,Q; (E,a); (T.T); (T,F); (T.0; (T.a) }

FIRST' = { (E.E); (E.T); (EF); (E.0; (E.a); (T.T); (T.F); (T.(); (T.a) } = FIRST®
FIRST" = { (E.E); (ET); (EF); (E(; (Ea); (T.T); (T.F); (T.0; (T.a), (F.0; (Fa) }
FIRST = FIRST" C{ (F,F); (+,+); (*); ((0O: 0.)); (@) }

LAST! = { (E,T); (T,F); (F.)); (F.a) }

LAST? = { (E,F); (T,)); (T.a) }

LAST® = { (E))); (E,a) }

LAST*= &

LAST" = {(E,T); (EF); (E)); (Ea); (T.F); (T.)); (T.a); (F.)); (F.a) }
LAST = LAST" U{ (E.E); (T,T); (F.F); (+,+); (**); ((O; 0.)); (a.2) }

head(E) ={E, T,F,(,a}
head(T) ={T,F, (,a}
head(F) ={F, (,a}

). a}
}

tail(E) = {E, T, F
tail(T) ={ T, F,
)

). a
tail(F) = {F,),a}



3.11.

Niech R bedzie relacjg rOwnowazno$ci na A oraz niech a i b bedg elementami A. Dalej,
niech [a]g 1 [b]r beda odpowiednio klasami abstrakcji zawierajacymi a i b, tzn.
[alr={c|aRc} i [b]Jr ={c|bRc}. Pokazemy, ze albo [a]r = [b]r, albo tez

[a]lr N [b]r=9. Przypusémy, ze [a]gr N [b]r# D, 1niech d nalezy do [a]g M [b]r. Niech
teraz e bedzie dowolnym elementem [a]g. Wtedy aRe. Poniewaz d nalezy do

[a]lr N [b]r, wigc mamy aRd i bRd. Na mocy symetrii R, dRa. Stosujac dwukrotnie
wlasno$¢ przechodniosci R, otrzymamy bRa i bRe. Tak wigc e nalezy do [b]g, skad

[a]lr < [b]r. Poniewaz w analogiczny sposéb mozna wykaza¢, ze [b]r < [a]r, to

[a]r = [b]r. Zatem rozne klasy abstrakcji sa roztgczne. Aby wykazaé, ze klasy te tworza
podzial A, wystarczy zauwazy¢, ze wobec zwrotnosci R kazde a nalezy do klasy abstrakcji
[a]r, czyli sumg klas abstrakcji jest A.

3.12.
Niech A={a,b,c,d} i RcA xA. Wtedynp. R={(ab), (b,a), (a,a), (b,b) }
3.13.
9 Ko={0"|n=>0}
Ki={0"2| n>0}
K,={0"201"| n>0,m >0}
Ks={0"210"| n>0,m >0}
K;={0"201"0 | n>0,m>0}v{0"210"1 | n>0,m >0}
Ks ={0, 1, 2} — (Ko UKy UKy UKz UKy)
(h)  Ko={e}

Klasy jednoelementowe K, ={a' | 100 >i >1}

Klasy wieloelementowe Ky ={a™0" | 100 >m >n >1, 99 >m-n >0 dlai=m-n}
Ky ={a, b} — (Ko U U; Ky U U;Kpp)

Liczba klas abstrakcji: 1+100+100+1=202

Liczba stow jezyka: 1+2+3+...+100 = 5050

(i)  Klasy jednoelementowe Kyi = {b'| 16 >i >0}
Klasy pigcioelementowe Ky = {b'a’ | 1024 >j >1,i=2",4>m >0}
Ky = {a,b}" — (UiS Kni U Uj23*Ky))
Liczba klas abstrakcji: 1+17+1024=1042
Liczba stow jezyka: 5-11 = 55



