7. Wlasnosci jezykow bezkontekstowych — odpowiedzi

7.1.

@@ L ={0U2"| i>1,j>1, k>1, (k>ilub k>j)}

L jest oczywiscie bezkontekstowy, gdyz jest generowany przez bezkontekstowg gramatyke.
(b) MIN(L)={ 012" | i>1, j>1, k=1, k=min(,j)}

Twierdzimy, ze MIN(L) nie jest bezkontekstowy. Przypus¢my bowiem, ze jezyk ten jest
bezkontekstowy i niech n bedzie statg z lematu o rozrastaniu. Wezmy pod uwage tancuch

w =0"1"2" = xuyvz o dlugoéci réwnej 3n >n. Jesli uv #¢ nie zawiera dwojek, to

xuy°z = xyz nie nalezy do MIN(L), gdyz zawiera zbyt duzo dwojek. Jesli uv zawiera jakas
dwojke, to nie moze zawieraé zera, gdyz |uyv|<n. Tym samym tancuch xu’yv’z zawiera co
najmniej n+1 dwdjek, co najmniej n jedynek i doktadnie n zer, czyli nie moze on nalezeé¢
do MIN(L). Wobec tego MIN(L) nie jest bezkontekstowy, a caty powyzszy kontrprzyktad
swiadczy o tym, ze klasa jezykow bezkontekstowych nie jest zamknieta ze wzgledu na
operacj¢ MIN.

7.2.

(@) L={012] i1 j=1, k=1, (izk lub j=k)}

L jest oczywiscie bezkontekstowy, gdyz jest generowany przez bezkontekstowa gramatyke.
(b) MAX(L)={012 | i=1, j>1, k=1, k=max(,j)}

Twierdzimy, ze MAX(L) nie jest bezkontekstowy. Przypus¢my bowiem, ze jezyk ten jest
bezkontekstowy i niech n bedzie statg z lematu o rozrastaniu. Wezmy pod uwage tancuch

w = 0"1"2" = xuyvz o dlugosci rownej 3n >n. Jesli uv =& nie zawiera dwojek, to xu?yvz
nie nalezy do MAX(L), gdyz zawiera zbyt mato dwojek w stosunku do liczby jedynek i/lub
zer. Jesli uv zawiera jakas dwojke, to nie moze zawieraC zera, gdyz |uyv|<'n. Tym samym
tancuch xu®yv’z = xyz zawiera co najwyzej n-1 dwdjek, co najwyzej n jedynek i dokltadnie
n zer, czyli nie moze on naleze¢ do MAX(L). Wobec tego MAX(L) nie jest bezkontekstowy,
a caty powyzszy kontrprzyktad swiadczy o tym, ze klasa jezykéw bezkontekstowych nie jest
zamknigta ze wzgledu na operacje MAX.

7.3.

(a) Nie. Przypusémy bowiem, ze jezyk L, jest bezkontekstowy i niech n bedzie statg z
lematu o rozrastaniu. Wezmy pod uwage tancuch w = a"b"c" = xuyvz o dtugosci rownej
3n>n. Jedli uv =& nie zawiera liter ¢, to xu?yv?z nie nalezy do Li, gdyz zawiera zbyt
mato liter ¢ w stosunku do liczby liter b i/lub liter a. Jesli uv zawiera jakas$ liter¢ c, to nie
moze zawieraé litery a, gdyz |uyv|<n. Tym samym tancuch xu’yv’z = xyz zawiera co
najwyzej n-1 liter c, co najwyzej n liter b i doktadnie n liter a, czyli nie moze on
naleze¢ do L;. Wobec tego L; nie jest bezkontekstowy.

(b) Tak, istnieje bowiem bezkontekstowa gramatyka generujaca L:
S—>AB | C

A—aA | a

B —>bBc | bB | bc

C—aCc | aC | aDc

D—->bD|b

7.4.

(a) Nie. Przypus¢my bowiem, ze jezyk L; jest bezkontekstowy i niech n bedzie statg z lematu
o rozrastaniu. Wezmy pod uwage tancuch w = a"b"c" = xuyvz o dlugo$ci rownej 3n >n.
Jesli uv =& nie zawiera liter c, to xu®yv’z = xyz nie nalezy do L;, gdyz zawiera zbyt duzo



liter c. Jesli uv zawiera jakas$ liter¢ C, to nie moze zawierac litery a, gdyz |uyv|<n. Tym
samym laficuch xu?yv?z zawiera co najmniej n+1 liter ¢, co najmniej n liter b i dokladnie
n liter a, czyli nie moze on naleze¢ do L;. Wobec tego L; nie jest bezkontekstowy.

(b) Tak, istnieje bowiem bezkontekstowa gramatyka generujaca Lo:
S>AB | C
A—aA | a
B —>bBc | Bc | bc
C—aCc | Cc | aDc
D—>DbD| b

7.5.

(@) Nie; przypusémy, ze jezyk ten jest bezkontekstowy i niech k bedzie stalg z lematu o
rozrastaniu jezykow bezkontekstowych. Rozwazamy stowo w =a™ = xuyvz, gdzie m= 2¢
Stowo W ma dlugo$é¢ rowna 2*>k. Wowezas uv moze zawieraé od jednej do maksymalnie
k liter a. Wtedy fancuch xu’yv’z zawiera co najmniej 2“+1 i co najwyzej 2+k liter a.
Poniewaz 2°< 2+1 < 2%+k < 2¢+24=2-2k=0"! wigce liczba liter a w stowie xu’yvz nie
moze by¢ naturalng potega dwojki dla zadnej liczby naturalnej stojacej w wyktadniku
wickszej od k. Tak wigc xu’yv’z nie nalezy do naszego jezyka, jezyk ten nie moze by¢
bezkontekstowy.

(b)  Tak; gdyz jezyk ten moze byé opisany przy pomocy wyrazenia regularnego aa(aa),
jest wiec jezykiem regularnym, a wobec tego takze bezkontekstowym.

7.6.

(@) Nie; przypusémy, ze jezyk ten jest bezkontekstowy i niech k bedzie stalg z lematu o
rozrastaniu jezykow bezkontekstowych. Rozwazamy stowo w =a™ = xuyvz, gdzie m =k
Stowo W ma dhugos¢ réowna k*>k. Wowcezas Uv moze zawieraé od jednej do maksymalnie
k liter a. Wtedy fancuch xu’yv’z zawiera co najmniej k*+1 i co najwyzej K*+k liter a.
Poniewaz k%< k*+1 < k’+k < k®+2k+1=(k+1)* wicc liczba liter a w stowie xu’yv’z nie
moze by¢ kwadratem zadnej liczby naturalnej wigkszej od k. Tak wiec xu’yv’z nie nalezy do
naszego jezyka, jezyk ten nie moze by¢ bezkontekstowy.

(b) Tak, gdyz jezyk ten moze by¢ opisany przy pomocy wyrazenia regularnego
aaa(aaa)’, jest wicc jezykiem regularnym, a wobec tego takze bezkontekstowym.

7.8.

(@ Ly ={ab'c'" | i >0} nie jest jezykiem bezkontekstowym. Przypus¢my dla dowodu nie
wprost, ze L jest bezkontekstowy i niech k bedzie stalg z lematu o rozrastaniu. Wezmy pod
uwagg tancuch w=a‘b“c*. Niech rozktad W=XUyvz spetnia warunki lematu o rozrastaniu.
Witedy wobec |uyv|<k tancuch uv moze zawiera¢ co najwyzej dwa rézne symbole. Co
wigcej, jesli uv zawiera dwa rdzne symbole, to musza one by¢ symbolami kolejnymi, np. a
i b. Jesli uv zawiera wylgcznie symbole a, to xyz ma mniej symboli a niz symboli ¢
oraz symboli b, czyli xyzgl - sprzecznos¢. Postepujemy podobnie, jesli uv sklada si¢
wylacznie z symboli b lub wylacznie z symboli €. Przypusémy teraz, ze uv zawiera
symbole a oraz symbole b. Jezeli u lub v zawiera dwa rézne symbole, to Xu?yv?z eL.
(Dla przyktadu, jesli u sktada si¢ z symboli a i b to xu?yv?z zawiera symbol b poprzedzajacy
symbol a.). Jesli zas u zawiera tylko symbole a oraz v tylko symbole b, to wtedy xyz ma
nadal mniej symboli a i symboli b niz symboli ¢, czyli znowu xyzgL. Podobna
sprzeczno$¢ pojawia si¢ w przypadku, gdy uv sklada si¢ z symboli b i symboli c.
Poniewaz sg to jedyne mozliwosci, to wnioskujemy, ze L  nie jest jezykiem
bezkontekstowym.



L,={ab'c"|i>0;j>0} generowany przez gramatyke bezkontekstowa:

S—>AB

A —aAb|ab

B—->cB|c
oraz Ly={a'blc'|i>0;j>0} generowany przez gramatyke bezkontekstowa:

S —aSc|aBc

B—->bB|b
sg oczywiscie jezykami bezkontekstowymi
(b) Jezyk Li=L, Lz={ab'c'|i>0} nie jest jezykiem bezkontekstowym, jak to
pokazano w punkcie (a). Klasa jezykow bezkontekstowych nie jest wigc zamknigta ze
wzgledu na iloczyn teoriomnogosciowy

7.9.
(@) Li={a'b'a't’ | i>1, j>1} nie jest bezkontekstowy, a wigc tym bardziej nie jest regularny.
Przypusémy bowiem dla dowodu nie wprost, ze L; jest bezkontekstowy i niech k bedzie
stalg z lematu o rozrastaniu. Wezmy pod uwage tancuch w= a‘b*a*b®. Niech rozklad
w=xuyvz spetnia warunki lematu o rozrastaniu. Wtedy wobec |uyv|<k tancuch uv moze
zawiera¢ co najwyzej kolejne symbole z dwdch kolejnych podtancuchéw danych liter, np. a
i b lubb i a. Jedli uv zawiera wylacznie symbole a z pierwszego podtancucha
sktadajacego si¢ z liter a, to xyz ma mniej symboli a w pierwszym podtancuchu liter a
niz w drugim podtancuchu tych samych liter, czyli XyzgL; — sprzeczno$¢. Postepujemy
podobnie, jesli uv sktada si¢ wylacznie z symboli b z pierwszego podtancucha liter b,
wylacznie z symboli a z drugiego podtancucha liter a lub wytacznie z symboli b z
drugiego podtancucha liter b. Przypus¢my teraz, ze uv zawiera symbole a oraz symbole b.
Jezeli ktorys z tancuchow u lub v zawiera dwa rézne symbole, to xu’yv’zeL;. (Dla
przyktadu, jesli u sklada sic z symboli a i b to xu?yv®z zawiera symbol b poprzedzajacy
symbol a.). Jesli teraz u zawiera tylko symbole a z pierwszego podtancucha liter a oraz v
tylko symbole b z pierwszego podtancucha liter b, to wtedy xyz ma nadal mniej symboli a
w pierwszym podtancuchu liter a niz symboli @ w drugim podtancuchu liter a, czyli
znowu Xyz L;. Podobna sprzeczno$¢ pojawia si¢ w przypadku, gdy uv sktada si¢ z symboli
b z pierwszego podtancucha liter b i symboli a z drugiego podtancucha liter a lub z
symboli a z drugiego podtancucha liter a i symboli b z drugiego podtancucha liter b.
Poniewaz s3 to jedyne mozliwos$ci, to wnioskujemy, ze L; nie jest jezykiem
bezkontekstowym.
Jezyk L, ={a bab"|i>1j>1 k=>1orazn>1} jest oczywiscie
bezkontekstowy, gdyz Jest regularny; moze by¢ przedstawiony przy pomocy wyrazenia
regularnego aa'bb'aa bb".
(b) Prawdziwos$¢ twierdzenie przedstawionego w punkcie (b) zadania pociaga prawdziwos¢
twierdzenia przeciwstawnego: jezeli L H R nie jest jezykiem bezkontekstowym, to jezyk L
nie jest jezykiem bezkontekstowym lub jezyk R nie jest zbiorem regularnym. W naszym
zadaniu zachodzi:

|_1 L2 M |_3
wigc skoro L; nie jest bezkontekstowy, a L, na pewno jest regularny, to L3 nie moze by¢
bezkontekstowy.

7.10. (Szkic odpowiedzi)

(@) L,={ablc | 121,)] 21 k >1, j=max(ik) } nie jest bezkontekstowy. Zalozmy
dla dowodu nie wprost ze L; jest bezkontekstowy i niech k bedzie statg z lematu o
rozrastaniu. Rozwazamy laficuch w = a*b“c* = xuyvz. Wtedy wobec |uyv|<k tancuch



uv moze zawierac¢ co najwyzej dwa rézne symbole lub symbole jednego tylko rodzaju.
Jesli uv zawiera tylko symbole a, to pompowanie spowoduje, ze w xu’yv’z symboli b
bedzie zbyt mato. Podobnie byloby, gdyby uv zawierato tylko symbole c. Jesli uv
zawiera tylko symbole b, to pompowanie spowoduje, ze w xu’yv’z symboli b bedzie
zbyt wiele. Jesli u zawiera tylko symbole a, za§ v zawiera tylko symbole b, tow
xyz = xuyw°z symboli b bedzie zbyt mato. Podobnie byloby, gdyby u zawierato tylko
symbole b, za§ v zawierato tylko symbole €. Poniewaz zostaty wyczerpane wszystkie
mozliwosci — jezyk Li nie jest bezkontekstowy.

(b) Lo={ a'b'ck | 121,] 21 k >1 }jestregularny (opisujace go wyrazenie regularne
aa*bb*c'c*'), wigc silg rzeczy jest bezkontekstowy.

() Ls={ablc" | i >1,j =1, k >1, i=k}jest bezkontekstowy, gdyz jest generowany
przez gramatyke bezktekstowa:

S — aSc|aAc
A—>DbA|Db

Jezyk ten nie jest regularny. Zatozmy dla dowodu nie wprost, ze L3 jest regularny i
niech k bedzie stalg z lematu o rozrastaniu jezykow regularnych. Rozwazmy tancuch
w = a“bc* = xuz. Podlancuch u moze zawiera¢ tylko symbole jednego rodzaju
(dlaczego?). Co wigcej nie moga to by¢ symbole a ani ¢, gdyz pompowanie na
przyktad tylko czesci stowa zawierajacej litery a spowoduje, ze w catym stowie bedzie
wigcej liter a niz liter ¢. Podtancuch u moze zawiera¢ wigc tylko symbole b, a
doktadniej w naszym stowie musi to by¢ jedyna litera b. Jednak wowczas
xu’z = a*c # Ls. Stad Ls nie jest regularny.

7.13.

(b) L={a'b™c" | I=m, m=n, I=n}. Przypusémy, ze L jest bezkontekstowy. Niech k bedzie
stala z lematu Ogdena. Wezmy pod uwage laficuch w=a‘b**c****'  Zzatozmy, ze
wyrdzniamy pozycje symboli @, niech rozktad w=xuyvz spelnia warunki lematu Ogdena.
Jezeli u lub v zawiera dwa rozne symbole, to xu’yv’zglL. (Dla przykladu, jesli u sklada
sic z symboli a i b to xu’yv’z zawiera symbol b poprzedzajacy symbol a.) Jednak
przynajmniej jedno sposrdod U | vV musi zawiera¢ symbole a, poniewaz tylko te symbole
wystepuja na wyréznionych pozycjach. Zatem jesli ve{b} lub ve{c}, to u musi naleze¢
do {a}". Jezeli ve{a}", to u musi naleze¢ do {a}, gdyz inaczej jakié symbol b lub ¢
poprzedzilby symbol a. Rozwazmy szczegdlowo przypadek, gdy ve{b}, a ue{a}’.
(Pozostate przypadki traktowane sg w podobny sposob.) Niech p=|u|. Wtedy 1<p<k, czyli
p dzieli kI. Niech q bedzie liczba catkowita, taka ze pg=k! Wtedy w’'=xu®"'yW?4"zeL.
Ale u21=gPCaD=g2P"P=a2"*P " poniewaz xyz zawiera dokladnie k-p symboli a,to w’
zawiera 2k!+p+(k-p) czyli 2kl+k symboli a, czyli tyle samo co symboli c, stad w’'gL —
sprzeczno$é. Podobna sprzeczno$é pojawia si¢ w przypadku, gdy ve{c} lub ve{a}".
Zatem L nie jest jezykiem bezkontekstowym.

(c) L={a'b'd | jA}. Przypusémy, ze L jest bezkontekstowy. Niech k bedzie statg z lematu
Ogdena. Wezmy pod uwagg tancuch w=a"b*c“*¥. Zaldzmy, ze wyrdzniamy pozycje symboli
a, niech rozktad w=xuyvz spetnia warunki lematu Ogdena. Jezeli u lub v zawiera dwa
rozne symbole, to xu?yv’zel. (Dla przykladu, jesli u sktada sig z symboli a i b to xu’yv’z
zawiera symbol b poprzedzajacy symbol a.) Jednak przynajmniej jedno sposréd U i Vv
musi zawiera¢ symbole a, poniewaz tylko te symbole wystepuja na wyrdéznionych pozycjach.
Z uwagi na konieczno$¢ zapewnienia synchronicznego pompowania blokow liter a oraz
liter b widaé, ze powinno byé ve{b}". (Czytelnik jest proszony o sprecyzowanie i
sformalizowanie tej my$li.) Rozwazmy szczegdlowo przypadek, gdy ve{b}', a uefa}’.
Niech p=|ul. Wtedy 1 <p <k, czyli p dzieli kI. Niech g bedzie liczba catkowita, taka ze



pg=kI Wtedy w’=xuyw™z eL. Ale u%'=af@"=gP""P =3P  Pponjewaz xyz
zawiera doktadnie k-p symboli a, to w’ zawiera k!+p+(k—p) czyli k!+k symboli a,
czyli tyle samo co symboli c, stad w’glL — sprzeczno$¢. Zatem L nie jest jezykiem
bezkontekstowym.

7.14. (szkic odpowiedzi)
(@) Niech G = <N,T,P,Z> be¢dzie gramatyka bezkontekstowg w postaci normalne;j
Chomsky'ego. Aby skonstruowaé gramatyke G’ taka, ze L(G’) = CYKL(L(G)), wezmy pod
uwage drzewo wyprowadzenia stowa X;x, W gramatyce G. Sledzimy droge z Z do
pierwszego od lewej symbolu stowa X;. Chcemy wygenerowac te droge w odwrotne;j
kolejnosci (z dotu do gory), umieszczajac jednoczesnie poszczegodlne symbole po przeciwnej
stronie drogi (w stosunku do tej, po ktérej si¢ pierwotnie pojawity). W tym celu konstruujemy
G =<NU{4’'|A eN}yU{Z), T, P, Zp>

gdzie P’ zawiera:

(1) wszystkie produkcje z P,

(2) C'—> A'BiB — CA’, jesli P zawiera A — BC,

3) Z' —e¢
(4) Zo— ad’, jesli P zawiera 4 — a,
(5) Zo — Z.

Aby udowodni¢, ze L(G’) = CYKL(L(G)), pokazujemy przez indukcj¢ wzgledem
dtugosci wyprowadzenia, ze A1= A A, A A, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i
A= AN ANAANA,.

Zatem

Z=AAA A = AMN ABALA A,
wtedy i tylko wtedy, gdy
Z, = ak,=aA, A AZ'AA A,
= aA,A AAAA A,
Rozwazmy przyktadowe gramatyki G i G"

gramatyka G: gramatyka G':
Z — AB Zo — Z | 04' |4D' | IE' | 2G' | 3H'
A — 0 /Z — AB
B — CD 7' — ¢
C —» EF A — 0
D — 4 A" — BZ'
E — 1 B — CD
F — GH B' — 7'4
G — 2 C — EF
H — 3 C' — DB’

D — 4
D' — B'C
E — 1
E' — FC'
F — GH
F'— CE
G — 2

G' — HF'



H — 3
H — F'G

Drzewo wyprowadzenia w gramatyce G wraz z odpowiadajagcym mu drzewu wyprowadzenia
w gramatyce G’ pokazano na rysunku:
ZO

A\ 2N
AN o\

AN NN

F E

A\ A\

G D B'

SN SN

7

w

N\

€ 0

(b) Niech G = <N,T,P,Z> bedzie gramatyka bezkontekstowa w postaci normalne;j
Chomsky'ego. Aby skonstruowaé gramatyke G’ taka, ze L(G’) = (L(G)R zauwazymy, ze
wystarczy w gramatyce G’ dokona¢ odbicia zwierciadlanego prawych stron poszczegdlnych
produkcji gramatyki G. Wowczas wyprowadzeniaw G’ tworzone w tej samej kolejnosci, co
w gramatyce G (od goéry ku dotowi), beda budowaty stowo terminalne “od konca do
poczatku”. Konstruujemy wigc
G'=<N,T, P 7}

gdzie P’ zawiera:

(1) A— CB,jesli P zawiera 4 — BC,

(2) wszystkie produkcje typu 4 — a ze zbioru P.
Dowdd przeprowadzamy przez indukcje wzgledem dtugo$ci stowa. Podstawe indukcyjng dla
stow o dlugosci jeden 1 dwa pokazuje ponizszy rysunek

Gramatyka G: Gramatyka G':
z z
a a
z z

A B B A




za$ krok indukcyjny jest dowodzony z wykorzystaniem oczywistej zaleznosci (xy)® = y™x,
co ilustruje kolejny rysunek:

Gramatyka G: Gramatyka G":

Z Z
A B B A
/x\ y yR /\

Rozwazmy przyktadowe gramatyki G i G':

gramatyka G: gramatyka G':
S — c| 4B S — c| BA
A — a | BS A — a| SB
B — b | AS B — b | 84

Drzewo wyprowadzenia w gramatyce G wraz z odpowiadajagcym mu drzewu wyprowadzenia
w gramatyce G’ pokazano na rysunku:

Gramatyka G: Gramatyka G":
S S
A B B A

;N /NN
VA NVANIN
/NN N

b c c b
7.15. Tak
a a a a a
i—
1 2 3 4 5
1 AC AC AC AC AC
j 2 B B B B
N 3 S,AC S,AC S,AC
4 B B




7.16. Nie

7.17. Tak

7.18. Tak

o 01 A WN P

5 S,AC
a a a a a a
i—
1 2 3 4 5 6
AC AC AC AC AC AC
B B B B B
SAC SAC SAC SAC
B B B
S,AC S,AC
B
b a a b a
i—>
2 3 5
1 B AC AC B AC
2 S,A B S,C S,A
3 1)) B B
4 (%) SAC
5 SAC
b b b a b
i—>
1 2 3 4
1 B B B AC B
2 @ %) SA s.C
3 1] A S,C
4 A S,C
5 S,C




7.19.

Xo —ale
Dla ustalonego n jezyk jest regularny, bo ma skonczong liczbe stow réwng 2"+1



