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2.1 Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[NIE] (A) VL, L, L, =L, wtedyitylkowtedy, gdy L," = L,".
Przyjmijmy L1={ ¢, a} oraz L,={a}.
W tym przypadku L,* =L,",ale L, # L,
wiec nie zachodzi L," =L, = L, =1L,

wiec tym bardziej nie zachodzi L," =L, © L, =1L,

[NIE](B) (@U @) N (08— (007) =0
(=9 jest dopelnieniem @ wzgledem niepustego zbioru U)
@* = {e} (gwiazdka Kleene’go) wiec (@ U 0*) = {&}
—l(Z) = U — (Z) =U
(@0*) = @ (konkatenacja ze zbiorem pustym)
(BUB)N (=0 —(B87) ={eInU-0)={eInU
{e3lnU=0qgdye¢ U ale {enU+@PgdyeelU

[NIE] (C) Kazdy jezyk nieskonczony jest dopetnieniem jezyka skonczonego.
Przyjmijmy L, = {0" |n > 0} oraz L, = 0*1(0|1)*. W tym wypadku L.
jest jezykiem nieskonczonym oraz dopetnieniem jezyka L, ktéry rowniez
jest jezykiem nieskonczonym, wiec L, jest dopetnieniem jezyka
nieskonczonego.

[TAK] (D) VL L@ = QL
Poniewaz: VL L@ = QL = @ (podane jako tozsamos¢ w wyktadzie przy
omawianiu jezykow regularnych). Konkatenacja jakiegokolwiek jezyka ze
zbiorem pustym daje zbior pusty.

[NIE](E) VLM LM=0 = L= AM=0

Korzystajac z tej samej tozsamosci co w podpunkcie (D):

VL L® = QL = @ mozna stwierdzi¢, ze wystarczy, aby jeden z jezykow
L, M byl zbiorem pustym, czyli aby to zdanie bylo poprawne nalezatoby
zamieni¢ koniunkcje na alternatywe.

INIE](F) [2=L = L=¢ V L= {e}

Z definicji L? = LL , wiec L = LL wtedy i tylko wtedy, gdy konkatenacja
dowolnych dwéch stow z jezyka L rowniez nalezy do jezyka L.
OczywiScie ta sytuacja zachodzi, gdy L = @ lub L = {e} jednak zachodzi
réwniez wtedy, gdy L = X* dla dowolnego alfabetu X, poniewaz wtedy
jezyk L jest nieskonczonym zlozeniem z sobg samym (gwiazdka
Kleene’go), wigc kolejne ztozenia go nie modyfikuja.



2.2. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[TAK] (A) Istniejg nieskonczone jezyki L; oraz L, nad alfabetem X' = {q, b} takie,
ze L; ,@‘Ll L, oraz L, ,@‘Ll L,
L, = a*, L, = b*
L, L, = a‘b*
Witedy:
aZlL; L,
bl L,

[TAK] (B) Istnieja jezyki Ly oraz L, nad alfabetem X' = {q, b} takie, ze
(L; vL)* #L* vLy*
L, = {a}, L, = {b}
(L; vL)* ={a, b}*
L,* vL* ={a}* v{b}*
{a, b}* # {a}* v{b}*

[TAK] (C) Istniejg jezyki Ly, Looraz Ls nad alfabetem 2 = {a, b} takie, ze
(Ll M Lg) L3 # (Ll L3) M (Lz L3)
Li={ab}, L,={a}, Ls={b, &}
(LlﬂLz) |_3 = @Lg =g
(L1 Ls) » (L. L3) = {abb, ab} » {ab, a} = {ab}
@+ {ab}

[TAK] (D) Istnieje nieskonczony jezyk L taki, ze Vi>1 L'# Li*
L ={e, a, b, bb, bbb, bbbb...]
L1=1L
L?2={¢, a, aa, ab, abb, abbb, ..., b, bb, bbb, bbbb...}
L% ={¢, a, aa, aaa, aaab, aabb, ab, abb, abbb, ..., b, bb, bbb, bbbb...}
Zauwazy¢ mozna, ze spelniona jest zaleznoéé: Vi >1 a*lel*! na*tgL

[NIE] (E) Oznaczamy przez PREFIX(L) zbior prefiksow stow jezyka L oraz przez
SUFFIX(L) zbior sufiksow stow jezyka L. Wtedy: PREFIX(L) SUFFIX(L) =L
L={a, b,c}
PREFIX(L) = {e, a, b, c}
SUFFIX(L) = {¢, a, b, c}
PREFIX(L) SUFFIX(L) ={e, a, b, c, aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca ,cb, cc}
Wigc PREFIX(L) SUFFIX(L) # L



2.3. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[NIE] (A) Jeslix €Lioraz y €L, toxy €LiL,
- przyktad: L; = {¢}, L, = {aa} zatema & Liia & L, iaa € LiL;

[TAK] (B) Istnieje jezyk L taki ze L # LL ale LL = L*
-przyktad: L={¢, a,a% a’%..},LL={¢ a a2 a%..} =L*

[TAK] (C) Istnieja jezyki Li, L, takie ze Ly N L= Joraz Li* = Ly*
- przyktad: Ly = {¢}, L,= &

[NIE] (D) Niech |L| oznacza liczbe stow jezyka L. Wtedy |[LM| = |L| |M|
- przyktad: L = {aa, a}, M = {b, ab} wowczas LM = {aab, aaab, ab}

[NIE] (E) Niech L oznacza dopehienie jezyka L. Wtedy LM = L
- przyktad: L=a*, M = {g} wowczas LM =a*, L = {¢}, M =
LM = {g}, LM=a"

[TAK] (F) Istniejg jezyki Li, L, takie ze Zzaden nie zawiera si¢ z drugim oraz
Ll* ULQ* = (L1 ULz)*
- przyktad: Ly = {e}, L, ={a}, Li ¢ L,, L, & Ly,
L,* U L,* = a*, (L1 U Lz)* =a*

2.4. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[TAK](A) VL, Ly Ly Li(Ly; NL3) S (L1Ly) N (Ly1L3)
Tak, zatézmy, ze stowo w € L;(L, N L3). Z postaci jezyka wynika, ze
stowo to da si¢ przedstawi¢ w postaci w = uv, przy czym u € L, oraz
veE (L,NL;). Stadv € L, Av € Ly astad z kolei
uv € LyL, Auv € LyLs czyliuv € L{L, N L, L;.

[NIE] (B) VLy,Ly Ly (LiLy) N (LiLs) S Ly(Ly N L3)
Nie, poniewaz to prawa strona na pewno zawiera si¢ w lewej stronie
(patrz punkt (A)). Wezmy pod uwagg przyktad, w ktorym mamy dane
jezyki:
Ll = {8, (1}, LZ = {a}, L3 = {aa}'
Jezeli jezyki L, oraz L; sa roztaczne wzgledem siebie, to ich iloczyn daje
zbior pusty (¢), a ztozenie jezyka L, ze zbiorem pustym daje réwniez
zbior pusty (¢). Natomiast w przypadku iloczynu ztozen jezykow (czgsé
prawa) mozemy otrzymac jeszcze jakie$ stowa. Na powyzszym
przyktadzie uzyskujemy:
Li(l,NL3)=¢
(L1Lz) N (L4L3) = {aa}
¢ 2 {aa}



[NIE] (C) Niech |L| oznacza liczbe stow jezyka L. Jesli L jest jezykiem
skonczonym to [L*| > |L|.
Kontrprzyktadem moze by¢ L = {€}, gdyz wtedy L* = {&}, |L*| = |L|; co
innego, gdyby w temacie zadania byta staba nierownos¢.

[TAK] (D) Niech £ ={a,b}, L = {xeX” ||x|, # |x|,} U {€}, gdzie |x|,
oznacza liczbe wystapien symbolu a w stowie x. Wtedy L? = £*
L?=1'L=1LL
Tak, poniewaz poczatkowy jezyk L umozliwiat stworzenie kazdego stowa
z wyjatkiem takich, w ktorych liczba wystapien liter a byta jednakowa
liczbie wystgpien liter b w stowie. W przypadku ztozenia dwoéch takich
jezykow mozemy ztozy¢ ze sobg dwa stowa, ktore osobno nie spetniaja
powyzszej zalezno$ci, natomiast po ich ztozeniu mozemy otrzymywac
stowa o jednakowej liczbie liter a i b.

[TAK] (E) Istniejg nieskonczone jezyki Lq, L, takie ze L; N L, = @ oraz

LiL, = L,L,
Na przyktad L, zawiera stowa nad {a} o dtugosci parzystej, L, zawiera
stowa nad {a} o dlugos$ci nieparzystej. Nie majg cz¢sci wspolnej, ale
ztozenie stowa nieparzystego z parzystym i parzystego z nieparzystym sg
tozsame.

2.5. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[TAK] (A) {e} c A"
Z definicji gwiazdki Kleene’ego.
A*=A°UA'UA?U..={eJUAUAAU ..
[TAK] (B) A c A"
Z definicji gwiazdki Kleene’ego.
[TAK] (C) A*A* c A*
A*A* = (A°vuAtudiu..)AuvAtud’u..)=4vAaluAd?u..
[TAK] (D) (e} SMAACSMAMMCM)= A" S M
SkoroMM c MtoM = MM = MMMM = ---
Biorac pod uwage powyzsza zalezno$¢ oraz {e} € M A A € M mozna
wnioskowac, ze A* € M.
[NIE] (E) A* = A* — {¢}
Jezeli A zawiera € to rownos$¢ jest fatszywa.
[NIE] (F) (LY =L*L*
UIH*=vlilviPu.H)t=L1Vvl’uUl’v..
L'I*='vllvlPu. )PV lPulPu..)=L2Ul3Uultuy..



[TAK] (G) L*L* c (LH)*
LPUlPUl*yu.cllul?uUliu..

2.6. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[TAK] (A) A*A* = A*
- poniewaz A*A*=(A°UAlUAZU )ACUATUAZL )=
=APUAlUA%U .. = A*

[TAK] (B) (A*)* = A*
- poniewaz (A*)*=(A°CUATUA2U . )*=AUALUA?U ... = A*

[NIE] (C) (AuB)*=(A*B)*
- poniewaz po prawej stronie nie mozemy skonczy¢ elementem z A

[TAK] (D) (L*)*=(LF)*

- poniewaz (L*)R=(L° Lt vL? L. )R=

=(LOYO% o HR U(LDR U..=(LR)° o AR U(LR)? U... =(LR)*
[TAK] (E) AcCB = A* c B*

- poniewaz jesli wszystkie stowa z A wystepuja w B, to domknigcie B
zawiera wszystkie mozliwe kombinacje stow z A (czyli A*)

[TAK] (F) AcB*= A*cB*
- podobnie jak w (E)

[TAK] (G) (A v B)* = (A*B*)*
- poniewaz prawa strona jest dowolnym ciggiem wyrazoéw z A i B, wigc
jest rowna domknieciu ich sumy

2.7. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[NIE] (A) A* cB* =ACcB
Nie zachodzi, gdy A sktada si¢ tylko z stowa pustego, a B nie zawiera w
sobie stowa pustego

[TAK] (B) A=A* < e CANAA CA
AA €A = A=AA 1 A=AAAA A ... konkatenacja tego samego jezyka
zawiera si¢ w samym sobie, oraz jezyk posiada stowo puste ¢} €A, wiec
jezyk jest wlasnym domknigciem Kleene’ego

[TAK] (C) (A €C*ABcC*) = AB cC*
(1) A={a:a €A} 1 AcC* = a eC*
(2) B={b:beB}/A1 B<cC* = b eC*
AB ={ab:a €A Ab B}/ (1) A (2) = ab eC* = AB cC*



[TAK] (D) AA*C A* A A*AC A*
AA*=A*A
(DA={a:a €A} N A CA* = a eA*
(2)A* ={b:b €A*} N A* CA* = b €A*
AA*={ab:a eAAb eA*} 1 (1) A (2) = ab eA* = AA* CA*

[TAK] (E) A CAB* AA CB*A
A=AB® = B’A=> A CAB* N A CB*A

[TAK] (F) BUAC cC =A*BcC
B UAC «{x|x €B vx eAC}
Jesli {x | x €B} A B < C to kazdy tancuch z B nalezy do C.
JesliAC €Cto(aeAnc €C) =ac €AC =aac €AC = AC cA*C
JesliB<SC /1 AC CcA*Cto A*B cC

2.8. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[TAK] (A) AcC* => (AC* cC* AC*A cC¥)
C* = {c}UCtUC2 UC3... czyli wszystkie mozliwe ztozenia stow z C az
do nieskonczonosci. Wiemy, ze A jest podzbiorem C*. Skoro tak, to
ztozenie AC* zawiera si¢ w C*, bo tak naprawdg¢ sktadamy stowa z C ze
stowami z C* i te zlozone stowa na pewno znajda si¢ gdzies w C* (gdyz
C* jest zbiorem nieskonczonym). Kolejnos¢ ztozenia nie ma tu znaczenia,
totez stwierdzenie jest prawdziwe

[NIE] (B) ACA*B &1 ACBA*
Kontrprzyktad: niech A = {a}, zas B = {b}. Wowczas A*B={a'b | i > 0},
za$ BA*={ba' | i > 0}. A nie jest podzbiorem zadnego z nich.

[TAK] (C) AcC => (A*C*=C* /1 C*A*=C*)
Podobnie jak w podpunkcie (A), A jest podzbiorem C, wigc ztozenia po
prawej to tak naprawdg ztozenia stoéw C* z C*, ktore na pewno znajda si¢
gdzie$ w nieskonczonym zbiorze C* (kolejnos¢ ztozenia nie ma tu
znaczenia)

[TAK] (D) A* = {e}UAA* = {c}UA*A
{e}U AA* to inaczej {c}UAUA2U A3... ato z kolei jest definicja A*. Z
kolei {¢} U A*A to inaczej {c}UAUA2U A3..., czyli nadal A*

[TAK] (E) BEA* => A*=(AUB)*
BCA* to inaczej BS {c}UAUA?U A’... Zauwazmy, ze AUBC A*, wiec
prawda jest ze A*=(AUB)*



2.9. Wybierz prawdziwe stwierdzenia:

[NIE] (A) A*=(A UB)*=>BCcA
Niech 4 = {a, aaa, aaaaa, ...}, B = {¢ aa, aaaa, aaaaaa, ...}. \Ntedy
A* ={g a, aa, aaa, aaaa, ...}, B* = {¢ aa, aaaa, aaaaaa, ...}.
(AU B)*={¢ a, aa, aaaa, ...} czyliA*=(A U B)*,aleB ¢ A.

[TAK] (B) (A UB)* = (A*B*)*
Tozsamo$¢ byta podawana na wyktadzie. Przyktad: niech A = {a},
B = {b}, czyli lewa strona to (a|b)*, prawa strona to (a*b*)*, czyli
to sg tancuchy sktadajace si¢ z a i b w dowolnym porzadku.

[TAK] (C) (A uB)*=A* UA*B(A UB)*
A* UA*B(A UB)* zawiera te wszystkie stowa z (A U B)*, ktore zawieraja
jakie$ podtancuchy bedace stowami z B. Dlatego potrzebne jest to A*, w
ten sposob dotaczymy wszystkie stowa z (A UB)*, ktore skladajg si¢
tylko z podtancuchéw bedacych stowami z A.

[NIE] (D) (4 UAR)* = A* U (A*)R
Niech A = {ab}. Wtedy lewa strona to (ablba)* za$ prawa strona to
(ab)*|(ba)*. Czyli (ablba)* # (ab)*|(ba)*.

[TAK] (E) X*=(X° UXtUuX?uU.. UuxX"™)(X"*
Bo pierwszy czton po prawej stronie generuje wszystkie
XL i=01, ..., n-1,1ipo ztozeniu z (X")* da to cate X*

[NIE] (F) A*NB*=(ANB)*
Niech A = {a, ab}, B = {a, b}. Wtedy A* N B* = {a, ab}*
oraz (A N B)* = {a}*. Czyli {a,ab}* ={a}*.



